
�����������

��������������������������������������������������

Defining “a^2 -> 1” has no effect on a^3, so that replace should be defined for every higher - order 
terms.
Example:

� + � � + � ��� + � ��� /� ��� → �

� + � � + � ��

��������������������������������������������������������

������[��_� ��_] �= ������[{�� �}�

� = ������[(�� + ��) / �]�

� = ������[(�� - ��) / �]�

��� - ���

]�

Example :

������[� + � + � + �� � - � + � - �]

(� + �)� - (� + �)�

Mathematica is weak in this pattern. Example :

������[(� + � + � + �) (� - � + � - �)]

�� - �� + � � � + �� - � � � - ��

��������[(� + � + � + �) (� - � + � - �)]

(� - � + � - �) (� + � + � + �)

The result of MyProd[] is not obtained by default. MyProd[] also works for numbers :

������[�� �]

��

��������������������������
Let ζ be (ζ^4 = -1, ζ^8 = 1). We define "Replace" for it.

����ζ� = ������������ζ�+� � -> ζ
�� {�� �� �}� {�� �� �}

ζ� → �� ζ� → ζ� ζ�� → ζ�� ζ�� → ζ�� ζ�� → ζ�� ζ�� → ζ�� ζ�� → ζ�� ζ�� → ζ��

ζ�� → �� ζ�� → ζ� ζ�� → ζ�� ζ�� → ζ�� ζ�� → ζ�� ζ�� → ζ�� ζ�� → ζ�� ζ�� → ζ��

ζ�� → �� ζ�� → ζ� ζ�� → ζ�� ζ�� → ζ�� ζ�� → ζ�� ζ�� → ζ�� ζ�� → ζ�� ζ�� → ζ�

����ζ� = �����ζ� → -ζ
�-�� {�� �� �}

ζ� → -�� ζ� → -ζ� ζ� → -ζ�� ζ� → -ζ�

Polynomials of ζ:



�[�_] �= 

�=�

��-�

�� ζ� � /� ����ζ� /� ����ζ��

�� = �[�]

�� + ζ �� + ζ� �� + ζ� ��

�� = �[�]

�� + ζ� �� - ζ� �� + ζ ��

�� = �[�]

�� - ζ �� + ζ� �� - ζ� ��

�� = �[�]

�� - ζ� �� - ζ� �� - ζ ��

Simple product is not good as follows.

������[�� �� �� ��] /� ����ζ� /� ����ζ�

��
� + ��

� - � �� ��
� �� + � ��

� ��
� + ��

� + � ��
� �� �� - � �� ��

� �� + � ��
� ��

� + � �� �� ��
� + ��

�

��������[%]

��
� + ��

� + ��
� - � �� ��

� �� + � ��
� ��

� + ��
� + � ��

� ��
� + � �� �� + � �� �� -��

� + ��
�

We use MyProd[] as follows.

������[��� ��]

�� + ζ� ��
�
- ζ� �� + ζ� ��

�

������[��� ��]

�� - ζ� ��
�
- ζ� ζ� �� + ��

�

��� η �� (η�� = -�� η�� = �)� �� ������� ζ� �� η �

����ζη = ζ
�

-> η�

������ = ������[��� ��] /� ����ζη

(�� + η ��)� - η (�� + η ��)�

������ = ������[��� ��] /� ����ζη

(�� - η ��)� - η (η �� + ��)�

We define "Replace" for η.

����η� = ������������η�+� � → η
�� {�� �� �}� {�� �� �}

η� → �� η� → η� η� → η�� η� → η�

����η� = �����η� → -η
�-�� {�� �� �}

η� → -�� η� → -η

��������� = �������[������[������] /� ����η� /� ����η�� η]

��
� - ��

� + � �� �� + η -��
� + � �� �� + ��

�
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��������� = �������[������[������] /� ����η� /� ����η�� η]

��
� - ��

� + � �� �� + η ��
� - � �� �� - ��

�

����� = ������[���������� ���������] /� ����η�

��
� - ��

� + � �� ��
�
+ ��

� - � �� �� - ��
�

�

Clearly, we see norm2 is a nonnegative real number.

��������������������������
Let ω be (ω^8 = -1, ω^16 = 1). We define "Replace" for it.

����ω� = ������������ω�+�� � -> ω
�� {�� �� �}� {�� �� ��}

ω�� → �� ω�� → ω� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω��

ω�� → ω�� ω�� → ω��� ω�� → ω��� ω�� → ω��� ω�� → ω��� ω�� → ω��� ω�� → ω��� ω�� → ��

ω�� → ω� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω��

ω�� → ω��� ω�� → ω��� ω�� → ω��� ω�� → ω��� ω�� → ω��� ω�� → ω��� ω�� → �� ω�� → ω�

ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω��

ω�� → ω��� ω�� → ω��� ω�� → ω��� ω�� → ω��� ω�� → ω��� ω�� → ω��� ω�� → �� ω�� → ω�

ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω��

ω�� → ω��� ω�� → ω��� ω�� → ω��� ω�� → ω��� ω�� → ω��� ω�� → ω��� ω�� → �� ω�� → ω�

ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω�� → ω��

ω�� → ω��� ω�� → ω��� ω�� → ω��� ω�� → ω��� ω�� → ω��� ω�� → ω��� ω�� → �� ω�� → ω�

ω�� → ω�� ω�� → ω�� ω��� → ω�� ω��� → ω�� ω��� → ω�� ω��� → ω�� ω��� → ω�� ω��� → ω��

ω��� → ω��� ω��� → ω��� ω��� → ω��� ω��� → ω��� ω��� → ω��� ω��� → ω��� ω��� → ��

ω��� → ω� ω��� → ω�� ω��� → ω�� ω��� → ω�� ω��� → ω�� ω��� → ω�� ω��� → ω�� ω��� → ω��

ω��� → ω�� ω��� → ω��� ω��� → ω��� ω��� → ω��� ω��� → ω��� ω��� → ω��� ω��� → ω��

����ω� = �����ω� → -ω
�-�� {�� �� ��}

ω� → -�� ω� → -ω� ω�� → -ω�� ω�� → -ω�� ω�� → -ω�� ω�� → -ω�� ω�� → -ω�� ω�� → -ω�

�[�_] �= 

�=�

��-�

�� ω� � /� ����ω� /� ����ω��

�� = �[�]

�� + ω �� + ω� �� + ω� �� + ω� �� + ω� �� + ω� �� + ω� ��

�� = �[�]

�� + ω� �� + ω� �� - ω �� - ω� �� - ω� �� + ω� �� + ω� ��

�� = �[�]

�� + ω� �� - ω� �� - ω� �� + ω� �� - ω �� - ω� �� + ω� ��

�� = �[�]

�� + ω� �� - ω� �� + ω� �� - ω� �� + ω� �� - ω� �� + ω ��

�� = �[�]

�� - ω �� + ω� �� - ω� �� + ω� �� - ω� �� + ω� �� - ω� ��
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��� = �[��]

�� - ω� �� + ω� �� + ω �� - ω� �� + ω� �� + ω� �� - ω� ��

��� = �[��]

�� - ω� �� - ω� �� + ω� �� + ω� �� + ω �� - ω� �� - ω� ��

��� = �[��]

�� - ω� �� - ω� �� - ω� �� - ω� �� - ω� �� - ω� �� - ω ��

������[��� ��]

�� + ω� �� + ω� �� + ω� ��
�
- ω� �� + ω� �� + ω� �� + ω� ��

�

�� ��� ���� ����������� ω� �� ζ ����� � ������� �� ����������

����ωζ = �����ω� � → ζ
�� {�� �� �}

ω� → ζ� ω� → ζ�� ω� → ζ�

�������� = ������[��� ��] /� ����ωζ

�� + ζ �� + ζ� �� + ζ� ��
�
- ζ �� + ζ �� + ζ� �� + ζ� ��

�

��������� = ������[��� ���] /� ����ωζ

�� + ζ� �� - ζ� �� + ζ ��
�
- ζ -ζ �� + �� + ζ� �� - ζ� ��

�

��������� = ������[��� ���] /� ����ωζ

�� - ζ �� + ζ� �� - ζ� ��
�
- ζ -ζ� �� + ζ� �� + �� - ζ ��

�

��������� = ������[��� ���] /� ����ωζ

�� - ζ� �� - ζ� �� - ζ ��
�
- ζ ζ� �� + ζ� �� + ζ �� + ��

�

We simplify these by applying the rule of ζ as same in the case of e = 2.

����������� = �������[������[��������] /� ����ζ� /� ����ζ�� ζ]

��
� - ��

� + � �� �� - � �� �� + � �� �� + ζ -��
� + � �� �� + ��

� - � �� �� + � �� �� +

ζ� ��
� - � �� �� + � �� �� - ��

� + � �� �� + ζ� -��
� + � �� �� - � �� �� + � �� �� + ��

�

������������ = �������[������[���������] /� ����ζ� /� ����ζ�� ζ]

��
� - ��

� + � �� �� - � �� �� + � �� �� + ζ� -��
� + � �� �� + ��

� - � �� �� + � �� �� +

ζ� -��
� + � �� �� - � �� �� + ��

� - � �� �� + ζ -��
� + � �� �� - � �� �� + � �� �� + ��

�

������������ = �������[������[���������] /� ����ζ� /� ����ζ�� ζ]

��
� - ��

� + � �� �� - � �� �� + � �� �� + ζ ��
� - � �� �� - ��

� + � �� �� - � �� �� +

ζ� ��
� - � �� �� + � �� �� - ��

� + � �� �� + ζ� ��
� - � �� �� + � �� �� - � �� �� - ��

�

������������ = �������[������[���������] /� ����ζ� /� ����ζ�� ζ]

��
� - ��

� + � �� �� - � �� �� + � �� �� + ζ� ��
� - � �� �� - ��

� + � �� �� - � �� �� +

ζ� -��
� + � �� �� - � �� �� + ��

� - � �� �� + ζ ��
� - � �� �� + � �� �� - � �� �� - ��

�

������������ = ������[������������ ������������] /� ����ζη

��
� + η ��

� - � η �� �� + � η �� �� - ��
� + � �� �� - � �� �� - η ��

� + � �� �� + � η �� ��
�
-

η ��
� - � �� �� + η ��

� - � η �� �� + � η �� �� - ��
� - � η �� �� + � �� �� - � �� �� - η ��

�
�
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������������� = ������[������������� ������������] /� ����ζη

��
� - η ��

� + � η �� �� - � η �� �� - ��
� + � �� �� - � �� �� + η ��

� + � �� �� - � η �� ��
�
-

η η ��
� - � η �� �� + ��

� - � �� �� + � �� �� - η ��
� - � �� �� + � η �� �� - � η �� �� - ��

�
�

��������������� = �������[������[������������] /� ����η� /� ����η�� η]

��
� - ��

� + � �� ��
� �� - � ��

� ��
� - � �� �� ��

� - � ��
� �� �� + � �� ��

� �� + � �� �� �� �� -

� ��
� ��

� + ��
� + � ��

� �� - � �� �� �� �� + � ��
� �� �� - � �� ��

� �� + � ��
� ��

� + � �� �� ��
� -

� �� ��
� - � �� ��

� �� + � ��
� �� �� + � ��

� �� �� - � �� ��
� �� - � �� �� �� �� +

� �� �� �� �� + � �� ��
� �� + � ��

� ��
� - � �� �� ��

� - � �� �� ��
� - ��

� + � ��
� �� �� - � ��

� �� +

� �� �� �� �� - � �� ��
� �� - � ��

� �� �� + � �� �� �� �� - � �� �� �� �� - � �� �� �� �� +

� �� �� �� �� + � �� ��
� �� + � ��

� ��
� + � �� �� ��

� - � ��
� ��

� - � �� �� ��
� + � �� ��

� +

η -��
� + � �� ��

� �� - � ��
� ��

� - � ��
� �� �� + ��

� + � ��
� �� - � �� ��

� �� + � ��
� ��

� + � �� �� ��
� - � �� ��

� +

� ��
� �� �� - � �� ��

� �� - � �� �� �� �� + � �� �� �� �� + � ��
� ��

� - � �� �� ��
� - ��

� -

� ��
� �� + � �� �� �� �� - � �� ��

� �� - � ��
� �� �� + � �� �� �� �� - � �� �� �� �� +

� �� ��
� �� + � ��

� ��
� - � ��

� ��
� - � �� �� ��

� + � �� ��
� + � �� ��

� �� - � ��
� �� �� -

� �� �� �� �� + � �� �� �� �� + � ��
� �� �� - � ��

� �� �� + � �� ��
� �� + � �� �� �� �� -

� �� �� �� �� - � �� ��
� �� - � ��

� ��
� + � �� �� ��

� + � �� �� ��
� + � �� �� ��

� + ��
�

���������������� = �������[������[�������������] /� ����η� /� ����η�� η]

��
� - ��

� + � �� ��
� �� - � ��

� ��
� - � �� �� ��

� - � ��
� �� �� + � �� ��

� �� + � �� �� �� �� -

� ��
� ��

� + ��
� + � ��

� �� - � �� �� �� �� + � ��
� �� �� - � �� ��

� �� + � ��
� ��

� + � �� �� ��
� -

� �� ��
� - � �� ��

� �� + � ��
� �� �� + � ��

� �� �� - � �� ��
� �� - � �� �� �� �� +

� �� �� �� �� + � �� ��
� �� + � ��

� ��
� - � �� �� ��

� - � �� �� ��
� - ��

� + � ��
� �� �� - � ��

� �� +

� �� �� �� �� - � �� ��
� �� - � ��

� �� �� + � �� �� �� �� - � �� �� �� �� - � �� �� �� �� +

� �� �� �� �� + � �� ��
� �� + � ��

� ��
� + � �� �� ��

� - � ��
� ��

� - � �� �� ��
� + � �� ��

� +

η ��
� - � �� ��

� �� + � ��
� ��

� + � ��
� �� �� - ��

� - � ��
� �� + � �� ��

� �� - � ��
� ��

� - � �� �� ��
� + � �� ��

� -

� ��
� �� �� + � �� ��

� �� + � �� �� �� �� - � �� �� �� �� - � ��
� ��

� + � �� �� ��
� + ��

� +

� ��
� �� - � �� �� �� �� + � �� ��

� �� + � ��
� �� �� - � �� �� �� �� + � �� �� �� �� -

� �� ��
� �� - � ��

� ��
� + � ��

� ��
� + � �� �� ��

� - � �� ��
� - � �� ��

� �� + � ��
� �� �� +

� �� �� �� �� - � �� �� �� �� - � ��
� �� �� + � ��

� �� �� - � �� ��
� �� - � �� �� �� �� +

� �� �� �� �� + � �� ��
� �� + � ��

� ��
� - � �� �� ��

� - � �� �� ��
� - � �� �� ��

� - ��
�

Numbers of terms in the coefficient polynomials are :

�����[������[�����������[���������������� η� �]]� {�� �� �}]

{��� ��}

The maximum value of the coefficients of those terms is 8 as following:

��� = �����������[���������������� η� �]

��
� - ��

� + � �� ��
� �� - � ��

� ��
� - � �� �� ��

� - � ��
� �� �� + � �� ��

� �� + � �� �� �� �� -

� ��
� ��

� + ��
� + � ��

� �� - � �� �� �� �� + � ��
� �� �� - � �� ��

� �� + � ��
� ��

� + � �� �� ��
� -

� �� ��
� - � �� ��

� �� + � ��
� �� �� + � ��

� �� �� - � �� ��
� �� - � �� �� �� �� +

� �� �� �� �� + � �� ��
� �� + � ��

� ��
� - � �� �� ��

� - � �� �� ��
� - ��

� + � ��
� �� �� - � ��

� �� +

� �� �� �� �� - � �� ��
� �� - � ��

� �� �� + � �� �� �� �� - � �� �� �� �� - � �� �� �� �� +

� �� �� �� �� + � �� ��
� �� + � ��

� ��
� + � �� �� ��

� - � ��
� ��

� - � �� �� ��
� + � �� ��

�

���[������������[���] /� �����[�� → �� {�� �� �}]]

{�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��

�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �}

���[%]

�
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����� = ������[���������������� ����������������] /� ����η�

��
� - ��

� + � �� ��
� �� - � ��

� ��
� - � �� �� ��

� - � ��
� �� �� + � �� ��

� �� + � �� �� �� �� - � ��
� ��

� +

��
� + � ��

� �� - � �� �� �� �� + � ��
� �� �� - � �� ��

� �� + � ��
� ��

� + � �� �� ��
� - � �� ��

� -

� �� ��
� �� + � ��

� �� �� + � ��
� �� �� - � �� ��

� �� - � �� �� �� �� + � �� �� �� �� +

� �� ��
� �� + � ��

� ��
� - � �� �� ��

� - � �� �� ��
� - ��

� + � ��
� �� �� - � ��

� �� +

� �� �� �� �� - � �� ��
� �� - � ��

� �� �� + � �� �� �� �� - � �� �� �� �� - � �� �� �� �� +

� �� �� �� �� + � �� ��
� �� + � ��

� ��
� + � �� �� ��

� - � ��
� ��

� - � �� �� ��
� + � �� ��

�
�
+

��
� - � �� ��

� �� + � ��
� ��

� + � ��
� �� �� - ��

� - � ��
� �� + � �� ��

� �� - � ��
� ��

� - � �� �� ��
� +

� �� ��
� - � ��

� �� �� + � �� ��
� �� + � �� �� �� �� - � �� �� �� �� - � ��

� ��
� + � �� �� ��

� +

��
� + � ��

� �� - � �� �� �� �� + � �� ��
� �� + � ��

� �� �� - � �� �� �� �� + � �� �� �� �� -

� �� ��
� �� - � ��

� ��
� + � ��

� ��
� + � �� �� ��

� - � �� ��
� - � �� ��

� �� + � ��
� �� �� +

� �� �� �� �� - � �� �� �� �� - � ��
� �� �� + � ��

� �� �� - � �� ��
� �� - � �� �� �� �� +

� �� �� �� �� + � �� ��
� �� + � ��

� ��
� - � �� �� ��

� - � �� �� ��
� - � �� �� ��

� - ��
�

�

It is a sum of squares of real numbers, so that we see ' norm3' is a nonnegative real number.

��������������������������
Let φ be (φ^16 = -1, φ^32 = 1). We define "Replace" for it.

����φ� = ������������φ�+�� � -> φ
�� {�� �� ��}� {�� �� ��}�

����� ����� ��� ���� ����� �� �� ���

��� ��� ����� �� ���� �� ������

����[����φ�� �]

φ�� → �� φ�� → φ� φ�� → φ�

����[����φ�� -�]

φ��� → φ��� φ��� → φ��� φ��� → φ��

����φ� = �����φ� → -φ
�-��� {�� ��� ��}

φ�� → -�� φ�� → -φ� φ�� → -φ�� φ�� → -φ�� φ�� → -φ�� φ�� → -φ�� φ�� → -φ�� φ�� → -φ��

φ�� → -φ�� φ�� → -φ�� φ�� → -φ��� φ�� → -φ��� φ�� → -φ��� φ�� → -φ��� φ�� → -φ��� φ�� → -φ��

Here, let the coefficients of polynomials be m[0],...,m[15].

�[�_] �=

� + � φ� + � φ� � + � φ� � + � φ� � + � φ� � + � φ� � + � φ� � + � φ� � + � φ� � + � φ�� � + � φ�� � +

� φ�� � + � φ�� � + � φ�� � + � φ�� � /� ����φ� /� ����φ��

�[�_] �= 

�=�

��

�� φ� � /� ����φ� /� ����φ��

�� = �[�]

�� + φ �� + φ� �� + φ� �� + φ� �� + φ� �� + φ� �� + φ� �� +

φ� �� + φ� �� + φ�� ��� + φ�� ��� + φ�� ��� + φ�� ��� + φ�� ��� + φ�� ���

�� = �[�]

�� + φ� �� + φ� �� + φ� �� + φ�� �� + φ�� �� - φ� �� - φ� �� -

φ� �� - φ�� �� - φ�� ��� + φ ��� + φ� ��� + φ� ��� + φ�� ��� + φ�� ���

We simplify their products by applying the rule φ2=ω as same in the case of e ≤ 3.
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����φω = �����φ� � → ω
�� {�� �� �}

φ� → ω� φ� → ω�� φ� → ω�� φ� → ω�� φ�� → ω�� φ�� → ω�� φ�� → ω�

���������� = �������[������[������[�[�]� �[��]] /� ����φω] /� ����ω� /� ����ω�� ω]

��
� - ��

� + � �� �� - � �� ��� + � �� ��� - � �� ��� + � �� ��� - � �� ��� + � �� ��� +

ω -��
� + � �� �� + ��

� - � �� ��� + � �� ��� - � �� ��� + � �� ��� - � �� ��� + � �� ��� +

ω� ��
� - � �� �� + � �� �� - ���

� + � �� ��� - � �� ��� + � �� ��� - � �� ��� + � �� ��� +

ω� -��
� + � �� �� - � �� �� + � �� �� + ���

� - � ��� ��� + � �� ��� - � �� ��� + � �� ��� +

ω� ��
� - � �� �� + � �� �� - � �� �� + � �� �� - ���

� + � ��� ��� - � ��� ��� + � �� ��� +

ω� -��
� + � �� �� - � �� �� + � �� �� - � �� �� + � �� ��� + ���

� - � ��� ��� + � ��� ��� +

ω� ��
� - � �� �� + � �� �� - � �� �� + � �� ��� - � �� ��� + � �� ��� - ���

� + � ��� ��� +

ω� -��
� + � �� �� - � �� �� + � �� ��� - � �� ��� + � �� ��� - � �� ��� + � �� ��� + ���

� 

Numbers of terms in the coefficients of this polynomial are :

�����[������[�����������[����������� ω� �]]� {�� �� �}]

{�� �� �� �� �� �� �� �}

���������� = �������[������[������[�[�]� �[��]] /� ����φω] /� ����ω� /� ����ω�� ω]�

���������� = �������[������[������[�[�]� �[��]] /� ����φω] /� ����ω� /� ����ω�� ω]�

���������� = �������[������[������[�[�]� �[��]] /� ����φω] /� ����ω� /� ����ω�� ω]�

���������� = �������[������[������[�[�]� �[��]] /� ����φω] /� ����ω� /� ����ω�� ω]�

����������� =

�������[������[������[�[��]� �[��]] /� ����φω] /� ����ω� /� ����ω�� ω]�

����������� =

�������[������[������[�[��]� �[��]] /� ����φω] /� ����ω� /� ����ω�� ω]�

����������� =

�������[������[������[�[��]� �[��]] /� ����φω] /� ����ω� /� ����ω�� ω]�

Each multiplication of two of these gives a third order polynomial of ζ :

��������� =

�������[������[������[����������� ����������] /� ����ωζ] /� ����ζ� /� ����ζ�� ζ]

��
� - ��

� + � �� ��
� �� - � ��

� ��
� - � �� �� ��

� + � �� ��
� - � ��

� �� �� + � �� ��
� �� + � �� �� �� �� -

� �� �� �� �� - � �� ��
� �� - � ��

� ��
� + � �� �� ��

� + � �� �� ��
� + � ��

� �� - � �� �� �� �� +

� �� ��
� �� + � ��

� �� �� - � �� �� �� �� + � �� �� �� �� + � �� �� �� �� - � �� �� �� �� - � ��
� ��

� -

� �� �� ��
� - � �� ��

� �� + � ��
� �� �� + � �� �� �� �� - �� �� ��

� �� - � �� �� �� �� + � �� �� �� �� -

� ��
� �� �� + � �� �� �� �� + � �� �� �� �� - � ��

� ��
� + ��

� + � ��
� �� �� - � �� ��

� �� - � �� �� �� �� +

� �� �� �� �� + �� ��
� �� �� - � �� �� �� �� - � �� �� �� �� + � ��

� �� �� - � �� ��
� �� + � ��

� ��
� +

� �� �� ��
� - � �� ��

� - � ��
� ��� + � �� �� �� ��� - � �� ��

� ��� - � ��
� �� ��� + � �� �� �� ��� -

� �� �� �� ��� + � ��
� �� ��� + � ��

� �� ��� - � �� ��
� ��� - � �� �� �� ��� + � �� �� �� ��� +

� �� ��
� ��� + � ��

� ���
� - � �� �� ���

� - � �� �� ���
� - � �� �� ���

� + � �� ���
� + � �� ��

� ��� -

� ��
� �� ��� - � �� �� �� ��� + � �� �� �� ��� + � ��

� �� ��� - � ��
� ��� + � �� �� �� ��� - � �� ��

� ��� -

� ��
� �� ��� + � �� �� �� ��� - � �� �� �� ��� + � �� ��

� ��� - � �� �� ��� ��� + � �� �� ��� ��� +

� �� �� ��� ��� - � �� �� ��� ��� - � �� ���
� ��� + � ��

� ���
� + � �� �� ���

� - �� �� �� ���
� +

� �� �� ���
� + � �� �� ���

� + � �� ��� ���
� - � ��

� �� ��� + � �� ��
� ��� + � �� �� �� ��� - �� ��

� �� ��� +

� �� ��
� ��� - � ��

� �� ��� - � �� �� �� ��� + �� �� ��
� ��� + � �� �� �� ��� - � �� �� �� ��� -

� �� �� �� ��� + � �� ��
� ��� + � ��

� ��� ��� - � �� �� ��� ��� + � �� �� ��� ��� - � �� �� ��� ��� +

� �� �� ��� ��� - � �� ���
� ��� - � �� �� ��� ��� + � �� �� ��� ��� + � �� �� ��� ��� - � �� �� ��� ��� -

� �� �� ��� ��� + � ��
� ���

� - � �� �� ���
� - � �� �� ���

� - � �� �� ���
� + �� �� �� ���

� - ���
� + � ��

� ��� -

� �� �� �� ��� + � ��
� �� ��� - � ��

� �� ��� + � �� ��
� ��� + � �� �� �� ��� - � �� �� �� ��� -

� �� ��
� ��� - �� ��

� �� ��� + � �� �� �� ��� + � �� �� �� ��� + � �� �� �� ��� - �� �� ��
� ��� +
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� � �

� �� �� ��� ��� - � �� �� ��� ��� - � �� �� ��� ��� + � �� �� ��� ��� + � �� �� ��� ��� - � ��
� ��� ��� +

� �� �� ��� ��� - � �� �� ��� ��� + � �� �� ��� ��� - � �� �� ��� ��� - � �� �� ��� ��� +

� �� �� ��� ��� + � �� �� ��� ��� - � �� �� ��� ��� + � ��� ���
� ��� + � ��

� ���
� + � �� �� ���

� -

�� �� �� ���
� + � �� �� ���

� - � ���
� ���

� - � ��� ��� ���
� + � �� ���

� - � �� ��
� ��� + � ��

� �� ��� +

� ��
� ��� - � �� �� �� ��� + � �� ��

� ��� + � ��
� �� ��� - � �� �� �� ��� + � �� �� �� ��� - � �� ��

� ��� +

� �� �� �� ��� - � �� �� �� ��� - � �� �� �� ��� + � �� �� �� ��� + � �� ��
� ��� - � ��

� ��� ��� -

� �� �� ��� ��� + �� �� �� ��� ��� - � �� �� ��� ��� - � �� �� ��� ��� + � �� �� ��� ��� -

� �� �� ��� ��� - � �� �� ��� ��� + � �� �� ��� ��� + � ��
� ��� ��� - � �� �� ��� ��� + � �� �� ��� ��� -

� �� �� ��� ��� - � ���
� ��� ��� + � ��� ���

� ��� - � �� �� ��� ��� + � �� �� ��� ��� + � �� �� ��� ��� +

� ��� ��� ��� ��� - � �� ��� ��� ��� - � �� ���
� ��� + � ��

� ���
� - � �� �� ���

� - � �� �� ���
� - � ���

� ���
� +

� �� ��� ���
� + � �� ��� ���

� + � �� ��� ���
� - � �� ���

� + � ��
� �� ��� - � �� ��

� ��� + � ��
� �� ��� +

� �� �� �� ��� - �� �� ��
� ��� - � �� �� �� ��� + � �� �� �� ��� + � �� �� �� ��� - � �� ��

� ��� -

� ��
� �� ��� + � �� �� �� ��� - � �� �� �� ��� + � �� �� �� ��� - � �� �� �� ��� + � �� �� ��� ��� -

� �� �� ��� ��� - � �� �� ��� ��� + � �� �� ��� ��� - �� ��
� ��� ��� + � �� �� ��� ��� + � �� �� ��� ��� +

� �� �� ��� ��� + � ���
� ��� + � �� �� ��� ��� - � �� �� ��� ��� - � �� �� ��� ��� - � ��� ��� ��� ��� +

� �� ���
� ��� - � ��

� ��� ��� + � �� �� ��� ��� - � �� �� ��� ��� + � ���
� ��� ��� - � �� ��� ��� ��� +

� �� ��� ��� ��� - � �� ���
� ��� - � �� �� ��� ��� + � �� �� ��� ��� + � �� ��� ��� ��� -

� �� ��� ��� ��� - � �� ��� ��� ��� + � �� ��� ��� ��� + � �� ���
� ��� + � ��

� ���
� + � �� �� ���

� -

� ��
� ���

� - � �� ��� ���
� + �� �� ��� ���

� - � �� ��� ���
� - � �� ��� ���

� - � �� ��� ���
� + � �� ���

� +

ζ -��
� + � �� ��

� �� - � ��
� ��

� - � ��
� �� �� + � ��

� �� + ��
� - � �� ��

� �� + � ��
� ��

� + � �� �� ��
� - � �� ��

� +

� ��
� �� �� - � �� ��

� �� - � �� �� �� �� + � �� �� �� �� + � �� ��
� �� + � ��

� ��
� - � �� �� ��

� -

� �� �� ��
� - � �� �� ��

� - � ��
� �� + � �� �� �� �� - � �� ��

� �� - � ��
� �� �� + � �� �� �� �� -

� �� �� �� �� + � �� ��
� �� - � �� �� �� �� + � �� �� �� �� + � �� �� �� �� + � ��
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� �� �� ��� ��� + � �� �� ��� ��� + � �� �� ��� ��� - � �� �� ��� ��� + � ��
� ���

� - � �� �� ���
� -

� �� �� ���
� - � �� �� ���

� - ���
� + � ��

� ��� - � ��
� �� ��� + � �� ��

� ��� + � �� �� �� ��� -

� �� �� �� ��� - � �� ��
� ��� - �� ��

� �� ��� + � �� �� �� ��� + � �� �� �� ��� + � �� �� �� ��� -

�� �� ��
� ��� + � �� �� �� ��� - � �� �� �� ��� - � �� �� �� ��� + � �� �� �� ��� - � ��

� ��� ��� +

fe-math.nb  ���9



� �

� �� �� ��� ��� - � �� �� ��� ��� + � �� �� ��� ��� - � �� �� ��� ��� + � �� �� ��� ��� +

� �� �� ��� ��� + � ��� ���
� ��� + � ��

� ���
� + � �� �� ���

� - �� �� �� ���
� - � ���

� ���
� - � �� ��� ���

� +

� �� ���
� + � ��

� ��� - � �� �� �� ��� + � �� ��
� ��� + � ��

� �� ��� - � �� �� �� ��� + � �� �� �� ��� -

� �� ��
� ��� + � �� �� �� ��� - � �� �� �� ��� - � �� �� �� ��� + � �� �� �� ��� - � ��

� �� ��� -

� �� �� �� ��� + �� �� �� �� ��� - � �� �� �� ��� + � �� �� ��� ��� - � �� �� ��� ��� -

� �� �� ��� ��� + � ��
� ��� ��� - � �� �� ��� ��� + � �� �� ��� ��� - � ���

� ��� ��� + � �� ���
� ��� -

� �� �� ��� ��� + � �� �� ��� ��� + � �� ��� ��� ��� - � �� ��� ��� ��� - � �� ���
� ��� + � ��

� ���
� -

� �� �� ���
� - � ��

� ���
� + � �� ��� ���

� + � �� ��� ���
� + � �� ��� ���

� - � �� ���
� - � �� ��

� ��� +

� ��
� �� ��� + � �� �� �� ��� - �� �� ��

� ��� - � �� �� �� ��� + � �� �� �� ��� + � �� �� �� ��� -

� �� ��
� ��� - � ��

� �� ��� + � �� �� �� ��� - � �� �� �� ��� + � �� �� �� ��� + � �� �� �� ��� -

� �� �� �� ��� - � �� �� �� ��� - �� ��
� ��� ��� + � �� �� ��� ��� + � �� �� ��� ��� +

� ���
� ��� + � �� �� ��� ��� - � �� �� ��� ��� - � �� ��� ��� ��� + � �� ���

� ��� - � ��
� ��� ��� +

� �� �� ��� ��� + � ��
� ��� ��� - � �� ��� ��� ��� + � �� ��� ��� ��� - � �� ���

� ��� -

� �� �� ��� ��� + � �� �� ��� ��� - � �� ��� ��� ��� - � �� ��� ��� ��� + � �� ��� ��� ��� +

� �� ���
� ��� + � ��

� ���
� - � ��

� ���
� - � �� �� ���

� + �� �� ��� ���
� - � �� ��� ���

� - � �� ��� ���
� -

� �� ��� ���
� + � �� ���

� + � ��
� �� ��� - � �� ��

� ��� - � �� �� �� ��� + � �� �� �� ��� +

� �� ��
� ��� + �� ��

� �� ��� - � �� �� �� ��� - � �� �� �� ��� - � �� �� �� ��� - � �� �� �� ��� +

� �� �� �� ��� + � �� �� �� ��� + � ��
� �� ��� - � �� �� �� ��� + � �� �� �� ��� + � �� �� ��� ��� -

� �� �� ��� ��� - � �� ���
� ��� - � ��

� ��� ��� - � �� �� ��� ��� + � ��
� ��� ��� + � �� ��� ��� ��� -

�� �� ���
� ��� + � �� �� ��� ��� - � �� �� ��� ��� + � �� ��� ��� ��� + � �� ��� ��� ��� -

� �� ���
� ��� + � ��

� ��� ��� - � ��
� ��� ��� + � �� �� ��� ��� - � �� ��� ��� ��� + � �� ��� ��� ��� -

� �� ��� ��� ��� + � �� ���
� ��� + � �� �� ��� ��� - � �� �� ��� ��� - � �� ��� ��� ��� +

� �� ��� ��� ��� + � �� ��� ��� ��� - � �� ��� ��� ��� - � �� ���
� ��� - � ��

� ���
� + � �� �� ���

� +

� �� �� ���
� + � �� ��� ���

� - �� �� ��� ���
� + � �� ��� ���

� + � �� ��� ���
� + � �� ��� ���

� + ���
� 

Numbers of terms in the coefficients of this polynomial are :

�����[������[�����������[���������� ζ� �]]� {�� �� �}]

{���� ���� ���� ���}

��������� = �������[

������[������[����������� �����������] /� ����ωζ] /� ����ζ� /� ����ζ�� ζ]�

��������� = �������[

������[������[����������� �����������] /� ����ωζ] /� ����ζ� /� ����ζ�� ζ]�

��������� = �������[

������[������[����������� �����������] /� ����ωζ] /� ����ζ� /� ����ζ�� ζ]�

Each multiplication of two of these gives a linear polynomial of η :

��������� =

�������[������[������[���������� ���������] /� ����ζη] /� ����η� /� ����η�� η]

��
� - ��

� + ⋯ �����⋯ + � �� ���
� +

η -��
� + � �� ��

� �� - �� ��
� ��

� ��
� + �� ��

� ��
� ��

� - � ��
� ��

� - � ��
� ��

� �� + ⋯ �����⋯ +

� �� ��� ���
� + � �� ��� ���

� + � �� ��� ���
� + � �� ��� ���

� + � �� ��� ���
� + ���

� 

Numbers of terms in the coefficients of this polynomial are :

�����[������[�����������[���������� η� �]]� {�� �� �}]

{������ �����}

��������� =

�������[������[������[���������� ���������] /� ����ζη] /� ����η� /� ����η�� η]�
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The maximum value of the coefficients of those terms is 896 as following:

��� = �����������[���������� η� �]

��
� - ��

� + � �� ��
� �� - �� ��

� ��
� ��

� - � �� ��
� ��

� + �� ��
� ��

� ��
� + ⋯ �����⋯ + � �� �� ���

� +

� �� �� ���
� + � �� �� ���

� - � ���
� ���

� - � ��� ��� ���
� - � �� ��� ���

� - � �� ��� ���
� + � �� ���

�

���[������������[���] /� �����[�� → �� {�� �� ��}]]

�� �� �� �� �� �� �� �� ��� �� ��� ��� ��� ��� ��� �� �� �� ��� ��� ��� ��� ��� �� ���

��� ��� ��� ��� ��� �� ��� �� �� ��� ��� ��� ��� �� ��� ��� ��� ⋯ �����⋯ �

��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� �� �� �� ��� �� �� ��� �� �� ��� ��� ��� �� ��

��� ��� �� ��� �� �� ��� �� ��� �� �� �� ��� ��� ��� �� �� ��� ��� �� �

���[%]

���

Multiplication of these gives a non-negative real number:

����� = ������[���������� ���������] /� ����η�

��
� - ��

� + ⋯ �����⋯ + � �� ���
� 

�
+ ��

� - � �� ��
� �� + ⋯ �����⋯ 

�

�������������������������

�� (�� (κ�) - � (κ)) ���� κ ∈ �

����� = �������[�����[{��� ��� ��� ��� �����}�

{��� -�� �� �}� {��� �� �� �}� {��� �� �� �}� {��� �� �� �}]� �]�

���������[�����]

-� � � � �
-� � � � ��
-� � � � ��
-� � � � �
-� � � � ��
-� � � � ��
-� � � � ��
-� � � � ��
� � � � �
� � � � ��
� � � � ��
� � � � ��
� � � � ��
� � � � ��
� � � � �
� � � � ��

This part gives 16 norm values and their max is 81 as follows.
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����� = �������[����[���������[�����]� -�]]

{�� ��� ��� �� ��� ��� ��� ��� �� ��� ��� ��� ��� ��� �� ��}

������[�����]

��

���[�����]

��

�� (�� (κ�) - �� (κ)) ���� κ ∈ �� � = �

����� = ����[�������[�����[{��� ��� ��� ��� �����}�

{��� �� �}� {��� �� �� �}� {��� �� �� �}� {��� �� �� �}]� �]� �]�

(��� ���� κ = κ� ��� ������� �� ��� �������� ����[ ���� �]�)

���������[�����]

� � � � ��
� � � � ��
� � � � ��
� � � � ��
� � � � ��
� � � � ��
� � � � ��

This part gives 7 norm values and their max is 64 as follows.

����� = �������[����[���������[�����]� -�]]

{��� ��� ��� ��� ��� ��� ��}

������[�����]

�

���[�����]

��

�� (�� (κ�) - �� (κ)) ���� κ ∈ �� � ≠ �

����� = �������[

�����[

� = ���[�� �] + ��

� = ���[�� �] + ��

�����[{��� ��� ��� ��� �����}�

{��� -�� �� �}� {��� �� �� �}� {��� �� �� �}� {��� �� �� �}]�

{�� �� �}]

� �]�
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���������[�����]

-� � � � �
-� � � � ��
-� � � � ��
-� � � � �
� � � � �
� � � � ��
� � � � ��
� � � � ��
-� � � � �
-� � � � ��
-� � � � �
-� � � � ��
� � � � �
� � � � �
� � � � ��
� � � � ��
-� � � � �
-� � � � ��
-� � � � ��
-� � � � ��
� � � � �
� � � � ��
� � � � ��
� � � � �

This part gives 24 norm values and their max is 68 as follows.

����� = �������[����[���������[�����]� -�]]

{�� ��� ��� �� �� ��� ��� ��� �� ��� �� ��� �� �� ��� ��� �� ��� ��� ��� �� ��� ��� �}

������[�����]

��

���[�����]

��

�����������������������������������������������������������������

������[�����] + ������[�����] + ������[�����]

��

���[������ ������ �����]

��

�����[������ ������ �����]

{�� �� �� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��}

������[%]

��
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�������������������������

�� (�� (κ�) - � (κ)) ���� κ ∈ �

����� = �������[�����[{��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� �����}�

{��� -�� �� �}� {��� �� �� �}� {��� �� �� �}� {��� �� �� �}�

{��� �� �� �}� {��� �� �� �}� {��� �� �� �}� {��� �� �� �}]� �]�

This part gives 256 norm values and their max is 97393 as follows.

������� = �������[����[���������[�����]� -�]]�

������[�������]

���

����� = ���[�������]

�����

The maximizer patterns are :

������[������ #[[�]] ⩵ ����� �]

{{-�� �� �� �� �� �� �� �� �����}� {�� �� �� �� �� �� �� �� �����}}

�� (�� (κ�) - �� (κ)) ���� κ ∈ �� � = �

����� = ����[�������[�����[{��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� �����}�

{��� �� �}� {��� �� �� �}� {��� �� �� �}� {��� �� �� �}�

{��� �� �� �}� {��� �� �� �}� {��� �� �� �}� {��� �� �� �}]� �]� �]�

(��� ���� κ = κ� ��� ������� �� ��� �������� ����[ ���� �]�)

This part gives 127 norm values and their max is 73984 as follows.

������� = �������[����[���������[�����]� -�]]�

������[�������]

���

���[�������]

�����

�� (�� (κ�) - �� (κ)) ���� κ ∈ �� � ≠ �

����� = �������[

�����[

�� = ���[�� �] + ��

�� = ���[��� �] + ��

�� = ���[��� �] + ��

�� = ���[��� �] + ��

�� = ���[��� �] + ��

�� = ���[��� �] + ��

�����[{��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� �����}�

{��� -�� �� �}� {��� �� �� �}� {���� �� �� �}� {���� �� �� �}�

{���� �� �� �}� {���� �� �� �}� {���� �� �� �}� {���� �� �� �}]�

{�� �� �}]

� �]�
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This part gives 896 norm values and their max is 65314 as follows.

������� = �������[����[���������[�����]� -�]]�

������[�������]

���

���[�������]

�����

�����������������������������������������������������������������������

������[�������] + ������[�������] + ������[�������]

����

���[�������� �������� �������]

�����

�����[�������� �������� �������]

{�� �� �� ��� ��� ��� ��� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����� ����� �����

����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

����� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ �����}

������[%]

���

fe-math.nb  ���15



�������������������������

�� (�� (κ�) - � (κ)) ���� κ ∈ �
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This part gives 65536 norm values and their max is 542909003297 as follows.
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The maximizer patterns are :
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